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Sažetak. U radu je obradena Cauchy–Schwartz–Buniakowsky-jeva
nejednakost. Spomenuta nejednakost primijenjena je na rješavanje ra-
zličitih zadataka namijenjenih učenicima srednjih škola.
Ključne riječi: nejednakosti, Cauchy–Schwartz–Buniakowsky-jeva
nejednakost
Abstract. The article deals with the Cauchy–Schwartz–Buniakowsky
inequality. The mentioned inequality is applied to solving various tasks
designed for high-school pupils.
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Nejednakost o kojoj će biti riječi zove se Cauchyjeva1 ili Cauchy–Schwartzova2 ili
Cauchy–Buniakowsky3 ili Cauchy–Schwartz–Buniakowsky-jeva nejednakost. Usvo-
jit ćemo posljednji naziv (kraće, CSB-nejednakost). Izreći ćemo ovu nejednakost,
dokazati je i primijeniti na nekoliko geometrijskih zadaća.
Teorem [CSB-nejednakost]. Neka su (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) dvije














Pri tome jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako su n-torke razmjerne, tj. ako i samo
ako je a1b1 =
a2
b2
= · · · = anbn .





= (a1x + b1)2 + (a2x + b2)2 + · · · + (anx + bn)2
= (a21 + a
2
2 + · · · + a2n)x2 + 2(a1b1 + a2b2 + · · · + anbn)x
+(b21 + b
2
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Kako je ova funkcija nenegativna (f(x) ≥ 0 za svaki x ∈ R), njena diskriminanta














odakle slijedi tražena nejednakost (1).
Iz (2) zaključujemo da jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako postoji realan
broj m takav da je bk = mak, k = 1, 2, . . . , n, tj. ako su n-torke (a1, a2, . . . , an) i
(b1, b2, . . . , bn) razmjerne. 
Riješimo sada nekoliko zadataka.
Zadatak 1. Neka su a, b duljine kateta, a c duljina hipotenuze pravokutnog
trokuta. Dokažite da vrijedi nejednakost
ab + bc + ca < 2c2.
Rješenje. Prema CSB-nejednakosti je
(ab + bc + ca)2
≤ (a2 + b2 + c2)(b2 + c2 + a2)
= (a2 + b2 + c2)2 = (c2 + c2)2 = (2c2)2,
odakle slijedi ab+ bc+ ca ≤ 2c2. Primijetimo da u prethodnoj nejednakosti ne može
stajati znak jednakosti jer trojke (a, b, c) i (b, c, a) nisu razmjerne. Naime, kada bi
one bile razmjerne, postojao bi neki realan broj m takav da je
a = mb, b = mc, c = ma.
Tada bismo imali
c2 = m2a2 = m2(m2b2) = m4b2 = m4(m2c2) = m6c2,
odakle bi slijedilo m = 1, a onda c = a, što bi bilo u suprotnosti s Pitagorinim
poučkom. Dakle, vrijedi stroga nejednakost.
Zadatak 2. Neka je T točka unutar trokuta ABC i neka su x, y, z redom
udaljenosti te točke od stranica a, b, c trokuta. Neka je R polumjer trokutu opisane








a2 + b2 + c2
2R
,
pri čemu jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut ABC jednakostraničan, a točka
T sredǐste trokutu upisane kružnice.
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što je ekvivalentno sa a2x = b2y = c2z. Kako je ax + by + cz = 2P i P = abc4R , gdje































ab + bc + ca
2R
.
Dalje, opet prema CSB-nejednakosti dobivamo
√
ab + bc + ca ≤
√
a2 + b2 + c2,













a2 + b2 + c2
2R
.
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a2x = b2y = c2z i a = b = c, a to je ako i samo
ako je a = b = c i x = y = z. Dakle, jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut
ABC jednakostraničan, a točka T sredǐste kružnice upisane u taj trokut.












Rješenje. Najprije dokažimo nejednakost a2 + b2 + c2 ≤ 9R2. Prema poučku o
sinusima je a = 2R sin α, b = 2R sinβ, c = 2R sin γ, pa je
a2 + b2 + c2
= 4R2(sin2 α + sin2 β + sin2 γ)
= 4R2
(
1 − cos 2α
2
+
1 − cos 2β
2




2 − cos (α + β) cos (α − β) − cos2(α + β))
= 4R2
(
2 − cos(α + β) · 2 cosα cosβ)
= 4R2(2 + 2 cosα cosβ cos γ) = 8R2(1 + cosα cosβ cos γ).
Ako je trokut ABC tupokutan, onda je ili cosα < 0, ili cosβ < 0, ili cos γ < 0,
pa je cosα cosβ cos γ < 0 i stoga a2 + b2 + c2 < 9R2. Za pravokutan trokut je
a2 + b2 + c2 = 8R2. Neka je trokut ABC šiljastokutan. Tada su cosα, cosβ,
cos γ > 0, pa prema nejednakosti aritmetičke i geometrijske sredine imamo
cosα cosβ cos γ ≤
(






















+ 1 − 2 sin2 γ
2
≤ 2 sin γ
2

















































Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostraničan, a točka T sredǐste
trokutu upisane kružnice.
Zadatak 4. Neka su a, b, c duljine stranica, a ta, tb, tc redom duljine težǐsnica
trokuta ABC. Dokažite da vrijedi nejednakost




(a2 + b2 + c2).
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Rješenje. Prema CSB-nejednakosti je









(a2 + b2 + c2)
(vidjeti [2]), to je
(ata + btb + ctc)2 ≤ 34(a
2 + b2 + c2)2,
odakle slijedi




(a2 + b2 + c2).







3 , a to je ako i samo ako je
trokut jednakostraničan.
Zadatak 5. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta ABC, a a1, b1, c1 duljine








(a + b + c)(a1 + b1 + c1).








≤ ((√a)2 + (√b)2 + (√c)2)((√a1)2 + (√b1)2 + (√c1)2)








(a + b + c)(a1 + b1 + c1).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je aa1 =
b
b1
= cc1 , odnosno ako i samo ako jeABC ∼ A1B1C1.
































































































































































































































2 odnosno α = β = γ =
π
3 .
Zadatak 7. Neka su a, b, c duljine stranica trokuta, a s njegov poluopseg.
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≥ (a + b + c) · 9


































Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.
Zadatak 8. Neka je dan trokut ABC i točka P unutar njega. Neka su D, E i
F redom nožǐsta okomica iz točke P na pravce BC, CA i AB. Dokažite da vrijedi
nejednakost
|AB|2 + |BC|2 + |CA|2 ≤ 4(|AF |2 + |BD|2 + |CE|2).
Slika 1.
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Rješenje. Neka je |AB| = c, |BC| = a, |CA| = b, |AF | = z, |BD| = x i |CE| = y.
Tada je |FB| = c − z, |DC| = a − x, |EA| = b − y (Slika 1).
Primijenimo Pitagorin poučak na trokute PBD i BPF :
|PB|2 = x2 + |PD|2,
|PB|2 = (c − z)2 + |PF |2,
odakle je
x2 + |PD|2 = (c − z)2 + |PF |2. (3)
Analogno iz trokuta CPD i PCE odnosno APE i PAF dobivamo
y2 + |PE|2 = (a − x)2 + |PD|2, (4)
z2 + |PF |2 = (b − y)2 + |PE|2. (5)
Zbrajanjem (3), (4) i (5) dobivamo
x2 + y2 + z2 = (a − x)2 + (b − y)2 + (c − z)2
odakle je
ax + by + cz =
1
2
(a2 + b2 + c2).
Kako je prema CSB-nejednakosti




(a2 + b2 + c2)2 ≤ (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2),
tj.
a2 + b2 + c2 ≤ 4(x2 + y2 + z2),




z = 2, a to
je ako i samo ako su D, E i F polovǐsta stranica trokuta i stoga P sredǐste trokutu
ABC opisane kružnice.
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jiga, Beograd, 1990.
